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Транспортная сеть в районах Севера 
России в основном остаётся сезонной 
(водные пути, автозимники). 
Продолжительность навигации на реках 
составляет в зависимости от природно-
климатических условий 110–160 суток, 
а время эксплуатации автозимников 
колеблется в пределах 120–210 суток. 
В этих условиях весьма важную роль 
играет точность прогноза начала 
и окончания навигации на северных реках. 
В статье предложен метод 
прогнозирования сроков ледовых явлений 
в зонах судоходных путей сообщения 
на основе использования математического 
аппарата цепей Маркова. Дана оценка 
вероятности точного прогноза с учётом 
соответствия теореме Байеса 
и сопутствующих зависимостей.
Ключевые слова: водный транспорт, северная 
речная навигация, математическая модель, 
цепи Маркова, теорема Байеса, перевозки 
грузов, прогноз, относительная 
вероятность событий.
Повышение температуры воздуха, происходящее в последние деся-тилетия в глобальном масштабе 
и на территории Российской Федерации, 
оказывает влияние на многие природные 
процессы, в том числе и на гидрологиче-
ский режим рек [1] . Поскольку наиболее 
чувствительный к потеплению элемент – 
ледовый режим, то крайне важным стано-
вится выявление многолетних изменений 
продолжительности ледостава и толщины 
ледяного покрова . Эти исследования по 
понятным причинам имеют особое значе-
ние для районов Севера Российской Фе-
дерации . От изменения сроков начала 
и окончания ледостава, толщины льда 
зависит продолжительность действия 
авто зимников, ледовых переправ, а также 
навигации на реках [2, с . 226] . В этих 
условиях большое значение имеет чёткая 
организация и контроль перевозок грузов 
и пассажиров с использованием современ-
ных средств спутниковой навигации и мо-









Объектом исследования является 
часть природной системы севера Рос-
сийской Федерации, показатели состоя-
ния которой изменяются, и для описа-
ния их изменений  предлагается исполь-
зовать теорию Марковских процессов .
Определение:  под системой в рас-
сматри ваемом нами случае будем пони-
мать природную систему региона, в бо-
лее узком смысле –  природу водного 
бассейна с условиями, характеризующи-
ми ледовые явления на судоходной реке .
Необходимо ввести понятие состоя-
ния системы . Причём состояния, свя-
занного с ледовыми явлениями на реке . 
Тогда рассматриваемая нами система 
может находиться в двух состояниях:
1) навигация –  идёт процесс перевоз-
ки грузов и пассажиров;
2) отсутствие навигации –  процесс 
перевозки грузов и пассажиров не осу-
ществляется .
С этими двумя состояниями сопря-
жены два случайных события:
• начало навигации;
• окончание навигации .
С данными случайными событиями 
связаны так называемые ледовые явле-
ния на реке . Весной происходят следую-
щие, интересующие нас природные со-
бытия:
• начало весеннего ледохода;
• окончание весеннего ледохода .
Осенью происходят противополож-
ные по характеру события:
• начало осеннего ледостава;
• окончание осеннего ледостава .
Поскольку каждой календарной дате 
года соответствует номер дня, который 
меняется от 1 до 365, мы можем сказать, 
что с указанными выше случайными 
событиями связаны случайные величи-
ны, соответственно:
• номер дня в году, когда началась 
навигация;
• номер дня в году, когда закончилась 
навигация .
Переход в новое состояние системы 
для весеннего периода приводит к фор-
мированию нового фактического номе-
ра дня начала навигации в новом сезоне .
Переход в новое состояние системы 
для осеннего периода приводит к фор-
мированию нового фактического номе-
ра дня окончания навигации в новом 
сезоне .
Метеорологические службы в течение 
десятилетий собирают статистику, ка-
сающуюся начала и окончания описан-
ных природных явлений . Чтобы исполь-
зовать имеющиеся статистические дан-
ные для прогнозирования сроков начала 
и окончания навигации, принимаем 
следующие допущения:
1 . Начало навигации на судоходной 
реке региона совпадает с датой оконча-
ния ледовых явлений весной, которой 
соответствует фактический номер дня 
начала навигации .
2 . Окончание навигации на судоход-
ной реке региона совпадает с датой на-
чала ледовых явлений осенью, которой 
соответствует фактический номер дня 
окончания навигации .
Принятые допущения подтверждают-
ся анализом и сопоставлением данных 
фактических сроков навигации и указан-
ных сроков ледовых явлений .
В результате для судоходной реки мы 
имеем две статистические последова-
тельности случайных чисел, упорядочен-
ных хронологически . Эти случайные 
числа являются номерами календарных 
дней, соответственно, начала и оконча-
ния навигации на судоходной реке, 
упорядоченных по годам .
Множество возможных значений 
случайной последовательности для ве-
сеннего периода –  это всё множество 
возможных номеров дней начала нави-
гации (совпадающих с множеством дат 
окончания весенних ледовых явлений) 
на судоходной реке системы .
Множество возможных значений 
случайной последовательности для осен-
него периода –  это всё множество воз-
можных номеров дней окончания нави-
гации (совпадающих с множеством дат 
начала осенних ледовых явлений) на 
судоходной реке системы .
Вывод: указанные две последователь-
ности случайных чисел правомерно рас-
сматривать в качестве реализации двух 
случайных процессов, результаты анализа 
которых могут быть использованы для 
формирования сроков начала и окончания 
навигации на судоходной реке .
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2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕОРИИ 
МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ
Оценим возможность применения 
теории Марковских процессов к задаче 
прогнозирования начала навигации . 
В первую очередь отметим, что день нача-
ла навигации формируется один раз в году 
и в соответствии с принятым допущением 
совпадает с номером дня окончания ледо-
вых явлений . Отсюда следует, что рассмат-
риваемый процесс можно отнести к слу-
чайным процессам с фиксированным 
временем (сезоном) перехода из состоя-
ния в состояние . Множество возможных 
значений случайной величины также 
ограничено, поскольку номера дат пере-
хода в ожидаемое состояние являются 
ограниченным множеством чисел .
Для использования теории Марков-
ских процессов необходимо, чтобы веро-
ятность перехода из одного состояния 
в другое зависела только от текущего со-
стояния, в котором находится система, 
и не зависела от траектории, по которой 
система пришла в это состояние . Анализ 
имеющихся статистических данных по 
датам начала и окончания навигации на 
северных реках показывает, что обозна-
ченная гипотеза выполняется, и, следова-
тельно, теория Марковских процессов 
применима .
3. ОПИСАНИЕ ЗАДАЧИ 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ
Назовём упорядоченную в хронологи-
ческом порядке последовательность но-
меров дат открытия навигации случайным 
процессом «Начало навигации» и пока-
жем, что его можно рассматривать как 
Марковскую цепь . Обозначим рассматри-
ваемый нами Марковский процесс «На-




 –  номер 
дня, когда началась навигации в i-м году, 
т . е . нижний индекс переменной t будет 
принимать значение номера года, которо-
му принадлежит значение случайной ве-
личины «номер дня» . Например, для 
1940 года состояние Марковского процес-
са будет обозначаться как U(t
1940
) .
Значением Марковского процесса бу-
дет номер дня, в который произошло от-
крытие навигации (окончание ледовых 
событий) в соответствующем году . Допу-
стим, по данным статистики окончание 
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ледовых событий пришлось на 20 мая . 
Номер дня 20 мая –  «140» . Тогда значение 
Марковского процесса в 1940 году опре-
делится как U(t
1940
) = 140, а 21 мая получит 
значение номера дня «2» и т . д .
Рассматриваемый нами процесс пред-
ставляет собой формирование упорядо-
ченной совокупности случайных величин, 
значение которых зависит от фактической 
даты открытия навигации . Описанный 
процесс относится к случайным процес-
сам с дискретным временем и дискретным 
конечным множеством состояний [3, 4] .
Пусть в общем случае количество воз-
можных состояний процесса U(t
i
) равно n .
Переходы из одного состояния в другое 
могут происходить только в фиксирован-
ный момент времени . В нашем случае – 
это новый навигационный год, который 
имеет свой номер, отсчитываемый с нача-
ла новой эры: 1, 2,…, k,…  Таким образом, 
мы получаем пошаговый процесс, в кото-
ром условный номер года –  номер шага 
системы . Значение номера дня начала 
навигации обозначим в k-й навигацион-
ный год как S
k
(i) .
В соответствии с принятым определе-
нием [3, с . 106], случайная последователь-
ность называется Марковской цепью, 
если выполняются условия:
1 . В любой момент времени t случайная 















(k) несовместны и обра-
зуют полную группу событий .
3 . Для каждого шага вероятность пере-
хода из любого состояния S
i
 в любое со-
стояние S
j
 не зависит от того, когда и как 
система S оказалась в состоянии S
i
 .
Выполнение первого условия может 
быть обеспечено, если момент смены со-
стояния введённого нами случайного про-
цесса U(t
i
) совместить с моментом начала 
навигации в каждом году . Тогда условие, 
заключающееся в том, что в любой момент 
времени t процесс может пребывать только 
в одном состоянии, выполняется . Второе 
условие также выполняется, поскольку 
события случайного процесса U(t
i
) i = 1, 2, 
3,… по определению несовместны и обра-
зуют полную группу событий .
В качестве гипотезы (которую мы фор-
мулируем по результатам анализа имею-
щихся данных) предполагаем, что третье 
условие также выполняется .
Таким образом, случайный процесс 
U(t
i
) «Начало навигации», заключающий-
ся в случайном пошаговом изменении 
даты начала навигации, считаем Марков-
ской цепью . Множество возможных зна-
чений Марковской цепи есть множество 
возможных номеров дат начала навига-
ции .
Анализ имеющихся данных о начале 
навигации на северных реках показывает, 
что процесс можно рассматривать как 
однородный Марковский, в котором ве-
роятность перехода в другое состояние 
зависит только от текущего состояния 
процесса, но не зависит от номера шага 
(в нашем случае от номера года) [3] .
4. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦЫ 
ПЕРЕХОДНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Исходными данными для определения 
матрицы переходных вероятностей одно-







, которые в на-
шем случае являют собой статистические 
данные о датах начала навигации на судо-
ходной реке .
Использование условного номера дня 
вместо даты начала навигации обеспечи-
вает возможность решения двух задач:
1 . Построение матрицы переходных 
вероятностей .
2 . Получение объективной оценки ве-
роятности для состояния системы на 
следующем шаге, исходя из текущего её 
состояния .
Фактически вторая задача и является 
задачей формирования прогноза начала 
навигации в следующем году с использо-
ванием информации о дате навигации 
в текущем году и матрицы переходных 
вероятностей .
Матрица вероятностей переходов (пе-
реходных вероятностей) характеризует 
вероятности перехода процесса с текущим 
состоянием S
i
 в состояние S
j
 на следующем 
шаге . Это квадратная матрица (1) с коли-
чеством строк и столбцов, равных коли-
честву возможных состояний . Каждая 
строка матрицы соответствует одному 
возможному состоянию . Каждый стол-
бец –  одному возможному состоянию 
перехода . Элемент матрицы p
ij
 соответ-
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ствует вероятности перехода системы из 




ность начала навигационного периода 
в следующем календарном году в j-й день 
года, если в текущем году навигация на-
чалась в i-й день .
В общем случае Марковский процесс 
имеет n возможных состояний, количество 
которых в нашем случае зависит от коли-
чества дат, когда начиналась навигация на 
судоходной реке в регионе . Поскольку 
анализ показывает, что вероятности пере-
хода не зависят от номера шага, рассмат-
риваемый нами Марковский процесс яв-
ляется однородным . Таким образом, раз-
мерность матрицы будет n • n .
Общий вид матрицы переходных веро-
ятностей:
p11     p12      …  p1n
p21     p22      …  p2n
pn1     pn2      …  pnn
      …  
P = [pij] =  . (1)
На главной диагонали матрицы (1) 
стоят вероятности задержки системы в со-
ответствующем состоянии . Так как на 
каждом шаге система может находиться 
только в одном из взаимоисключающих 
состояний, то для любой ненулевой стро-








p ,   (2)
где p
ij
 –  вероятность перехода системы из 
состояния i в состояние j на любом шаге .
В соответствии с обозначенным теоре-
тическим подходом [3, 4] прогноз состоя-
ния системы оценивается вероятностями 
возможных состояний системы на следую-
щем (k + 1) шаге, при известном состоя-
нии системы на k-м шаге с использовани-
ем модели однородной Марковской цепи . 
Прогноз может быть рассчитан следую-
щим образом .
Пусть текущее состояние системы рав-
но S
i















на следующем шаге, 
если текущее состояние S
i
 .
В нашем случае трактовка этих собы-
тий такова . Состояние S
i
 –  это номер дня 








роятности того, что в следующем году 









5. ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ 
ТОЧНОГО ПРОГНОЗА
Такого рода оценка имеет своё значе-
ние с точки зрения эффективности само-
го метода . Для её получения необходимо 
ввести понятие точного прогноза . Опира-
ясь на уже апробированные зависимости 
и предположения:
1 . Прогноз с использованием аппарата 
однородных Марковских цепей строится 
в текущем году для следующего года после 
начала навигации в текущем году, т . е . пос-
ле получения информации о фактической 
дате начала навигации .
2 . Будем считать прогноз точным, 
если фактическая дата начала навигации 
в следующем году не будет отличаться от 
прогнозируемой даты более чем на один 
день .
Пусть система в текущем году находит-
ся в состоянии S
i
, которое соответствует 
фактической дате начала навигации в те-
кущем году . Выберем некоторое состояние 
S
j
 (оно является датой начала навигации) 
в качестве прогноза начала навигации 
в следующем году, исходя из того, что сум-
марная относительная вероятность пере-










ется максимальной . Обозначим состояния 







, а вероятность 
точного прогноза как p(F
exec
) . Тогда, в со-
ответствии теоремой Байеса [5, с . 42], аб-
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p S p S
p F






+ +∑   (3)
где p(S
i









) –  отно-
сительные вероятности наступления со-
бытий (последовательных дат начала на-
вигации в следующем сезоне) с макси-
мальной суммарной относительной 
вероятностью .
3 . Будем считать точность прогноза 
удовлетворительной, если фактическая 
дата начала навигации в следующем году 
• МИР ТРАНСПОРТА, том 17, № 2, С. 16–25 (2019)
Филиппова Н. А., Богумил В. Н., Беляев В. М. О прогнозировании сроков навигации на основе цепей 
Маркова
21
Координаты авторов: Филиппова Н. А. –  madizp@mail.ru, Богумил В. Н. –  v_bogumil@mail.ru, 
Беляев В. М. –  belyaev-v@mail.ru.
Статья поступила в редакцию 06.11.2018, принята к публикации 05.02.2019.
не будет отличаться от прогнозируемой 
даты более чем на три дня .
Тогда, в соответствии c теоремой Байеса 
[5], абсолютная вероятность приемлемого 
прогноза определится следующим образом:
max 3 max 2
max 1 max max 1
max 2 max 3
1
( )[ ( ) ( )
( ) ( ) ( )







p S p S p S
p S p S p S
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) –  относитель-
ные вероятности наступления событий 
(группы последовательных дат начала 
навигации в следующем сезоне) с макси-
мальной суммарной относительной веро-
ятностью .
4 . Будем считать точность прогноза 
неудовлетворительной, если фактическая 
дата начала навигации в следующем году 
будет отличаться от прогнозируемой даты 
более чем на три дня .
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Использование теории Марковских слу-
чайных процессов позволяет сформировать 
научно обоснованный прогноз начала речной 
навигации на Севере РФ в следующем году 
задолго до возобновления грузового и пасса-
жирского судоходства . Аналогичный подход 
может быть применён для прогнозирования 
сроков завершения навигации . Это помогает 
исключить материальные потери, связанные 
с неопределённостью периода эксплуатации 
водных путей в зоне экстремальных природ-
но-климатических условий [11–13] . Провер-
ка метода на реальных данных показала, что 
точность прогноза и вероятность его осуще-
ствления достаточны для эффективной орга-
низации и проведения подготовительных 
работ перед началом очередной навигации на 
северной судоходной реке .
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